Een opmerkelijk stromingspaﬁoon?

G.A. Bruggeman
E.J.M. Veling

De stroming in een gedeeltelijk afgesloten watervoerend pakket naar een put blijkt voor
bepaalde parameterwaarden een opmerkelijk gedrag te vertonen. Aangetoond kan worden
voor welke parameterwaarden dit gedrag zeker optreedt.

1 Inleiding

Lang geleden (1984) liet op het RIVM (net na de naamsverandering van RID naar RIVM,
toen nog in Leidschendam) de te vroeg overleden hydroloog Harry Snelting de anderen de
resultaten zien van een stromingsberekening met behulp van het programma FLOP3 (zie
Hydrologische Hoofdafdeling (1980)) die hem onwaarschijnlijk voorkwamen. Het betrof de
stroming naar een put van een waterdeeltje dat op het maaiveld ver weg van de put de reis
was gestart in een gedeeltelijk afgesloten watervoerend pakket, waarbij de doorlatende
laag onder het maaiveld lag. Het programma FLOP3 was een stroombanenprogramma
bedoeld voor dit soort paketten met putten met onvolkomen filters en gebaseerd op formu-
les ontwikkeld door Bruggeman die later gepubliceerd zijn in zijn overzichtswerk (Brug-
geman (1999, formule 532.06)). In dat geval lag het filter vrij hoog in het pakket en water-
deeltjes die boven in het filter werden ingevangen, vertoonden een baan met een onver-
wachte golf, zie Fig. 1. Was het een numeriek artefact of was het de fysische werkelijkheid?
Het heeft de gemoederen enige tijd beziggehouden totdat een precieze analyse van het
gedrag van de stroomfunctie ons duidelijk maakte dat voor bepaalde parametercombinaties
dit gedrag echt kon optreden. Dit betekent dat water dat op grote afstand van een winning
infiltreert vlakbij de winning in de buurt van het maaiveld kan komen. Deze kennis kan
wellicht nuttig zijn voor de interpretatie van in het veld gemeten waterkwaliteitsverschil-
len. In deze notitie zal het probleem worden beschreven met de nadere analytische uitwer-
king.

2 Het wiskundige model

Eerst zullen wij in wiskundige termen het stromingsprobleem beschrijven met de bijbeho-
rende analytische oplossing
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Figuur 1: Voorbeeld van het vreemde stromingspatroon naar de put toe. De vierde, viffde en zesde
stroombaan van boven vertonen het duidelijkste het vreemde gedrag. Horizontaal staat de radiéle
afstand fot de put afgebeeld: verticaal de hoogte van de aquifer van boven afgedekt door een aquitard.
De aquifer is van onderen ondoorlatend. Parameterwaarden k =25 m/d, c=450d, D=80m, g = 18,75
m, | = 17,5 m. De horizontale as is 6.25 keer verkleind ten opzichte van de verticale cs.

R

Figuur 2: Detailbeeld van het stromingsbeeld in Figuur. 1. Aan de voorwaarde (17) wordt royaal voldaan.

De horizontale as is 5 keer verkleind ten opzichte van de verticale cs.
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waarbij (r,z) [L] de plaatscoordinaten zijn, met z omlaag gericht, ¢ [L] de zakking, D [L]
de dikte van de aquifer, k¥ [LT™'] de permeabiliteit, ¢ [T] de hydraulische weerstand, a

[L] de hoogte van het centrum van het filter ten opzichte van de bovenkant van de aquifer,
[ [L] de lengte van het filter en Q [L’T '] het onttrekkingsdebiet van de put met het

onvolkomen filter. Eerst zal de analytische oplossing worden gegeven van (1), (2) en (3)

. (el a,(D-a)

M2 ) b a,r a,(D-2)

o(r,z)=—= Z(‘; o » DI K, (5) cos( D ) 4
o} +(Di(ke))’

waarbij @,, n=0,---,00 de wortels zijn van de transcedente vergelijking & tan & = D/(kc) .

Deze analytische oplossing is gebruikt in het programma FLOP3. De figuren met de
stroombanen voor dit artikel zijn geproduceerd met behulp van een ander, veel uitgebrei-
der programma, namelijk FLOP3N. Dit programma berekent eveneens 3-dimensionaal (dus
ook zonder de Dupuit-aanname) het stijghoogtebeeld in N -gekoppelde aquifers. Er wordt
geen onderscheid gemaakt tussen aquifers en aquitards. Dit programma is gebaseerd op
formules gegeven in Maas (1987). Voor een nadere beschrijving zie Veling (1993). Voor de
toepassing hier geldt N =2, en wordt de afdekkende aquitard voorgesteld door een dunne
laag, waardoor de bovenrandvoorwaarde (2) wordt gesimuleerd.

Om nu aan te tonen dat het geobserveerde gedrag aanwezig kan zijn, is het voldoende
aan te tonen dat er voor bepaalde parameter combinaties de verticale snelheidscomponent
van de stroming naar de put toe op de hoogte van het centrum van het filter naar boven is
gericht, dus negatief. Daartoe dient dan de volgende expressie te worden geanalyseerd:

a¢ 20 Sm[g;)ljcos(a"(%—a)] o). (a,(D-a)
2T leZ D (kc) K°($)Sm( D ) ®
@ +(Di(ke)’

Deze reeks convergeert langzaam; bovendien vertonen de termen een grillig tekengedrag
ten gevolge van de onderlinge verhoudingen tussen ¢,, ! en a. Dat betekent dat om het
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teken van (5) te kunnen bepalen er veel termen moeten worden betrokken bij een afschat-
ting. Dit is een onmogelijk wiskundig probleem. Niettemin is het mogelijk langs een andere

approximerende weg tot een oplossing te komen.

|

WRRIINNS

E et — 7 : f
T+ f {
e e / / =
i E e - i 7 i f T
l"l/ ll 4 I ri ] rl
1T l’ . T /l ) rs ll ['\
7 ] l/
i 1
Stromingspatroon onder leklaag
scale horizontal ;333 S-window -1.00 - 59.00 m.
scole vertical 1: 333 Z-window -4.50 - 45.00 m.
increment =  2.2000E-01 #levels = 20 min. level = -6.3500E+00 max. level = -2.3600E+00
24-Jun-03 15:26:10 type = 12 x0 = 5.0000E+00 y0 = 0.0000E+00 xn = 5.56000E+01 yn = 0.0000E+00
4+ 34 % ¢ 6000 o 365.00 4. x @ 182500 d. o ¢ 3650004 v o 9125004
A ¢ 36500.00 d. o) 182500.00 d. o 912500.00 d

Figuur 3: Uitvergroot beeld van Figuur 1. Bovenste gecleelte van een aquifer met een onvolkormen filter en
12 stroombanen die worden ingevangen. In twee rechthoeken zijn de stijghoogte contourlijnen getekend.
De parameterwaarden ziin: ¢ =450 d voor de aquitard (D =4.5 m, k =0.01 m/dyen D =80 m,

k =25 m/d voor de aquifer.

3 Approximerend probleem

Gezien de ervaring dat het vreemde stromingsgedrag alleen dan optreedt indien het filter
hoog in de aquifer is gelegen, ligt het voor de hand het pakket naar beneden toe onbe-
grensd te nemen. Bovendien kunnen wij in een dergelijk geval het filter approximeren met
een puntonttrekking. Dat betekent dat wij te maken krijgen met het volgende wiskundige
probleem. De betekenis van de symbolen is hetzelfde als voor het eerdere probleem ((1), (2)

en (3)).
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nmpza—¢=—£, p=+r*+(z—-a),

0" dp  Armk

lima—¢=0, r=0, z#a,

r—0 ar (8)
limg(r,z) =0, 0<z<eo,
limg(r,z) =0, 0<r<eo,

Het voordeel van deze aanpak is dat de oplossing te formuleren is in een expressie die nu
enige analyse toelaat. De oplossing van (6), (7) en (8) wordt gegeven door, zie Bruggeman
(1999, formule 522.24)

Q 1 1 kca —(ra)a
H(r,7) =—=— - +2 J (ra)e do 9)
47rk|:\/r2+(z—a)2 JrP+(z+a) fl+kca ’
Q 1 1 1 —(z+a)x
== + -2 J,(ro)e da|. (10)
47Z'kli\/r2+(z_a)z \/r2+(z+a)z f]+kca ¢ :|

De laatste relatie is gebaseerd op (zie Abramowitz en Stegun (1964, 29.3.55))

|

\/r2 +(z+a)2

f J (reye % dor = (1)

4 Afschattingen

Wij dienen dus nu aan te tonen dat er waarden voor r, a, k en c¢ zijn zodanig dat
o@dz(r,a) <0, want in dat geval zal een stroombaan ter hoogte van de put omhoog lopen
en later worden ingevangen door de put, dus een golfpatroon vertonen. De snelheidscom-
ponent dient negatief te zijn daar z naar beneden is gericht. De verticale snelheidscompo-
nent is evenredig met

o¢

Z—da Z+a
—(r,z7)= Q

0z Ak [\/’7+(Z—a)2]3+[\/r2+(1+a)2]3

(24 o
=2 E—J rayeda
1+ ke o(r) i|
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- - J (raye™ % det |
kc{\/r2+(z+a)2 fl+kca’ o(re®) H

De tweede relatie in (12) is gebaseerd op (11). Als wij nu (12) evalueren op de hoogte van de
put, dus voor z=a, dan ontstaat er

_8_¢(r a):—i . 2a

oz drk {m}

_3 l _ 1 -2a)a 3
kc{\/r2+(2a)2 El+kca Jolrae daH. (13

In Appendix A zullen wij bewijzen dat de integraal in deze expressie positief is, zodat (13)
kan worden afgeschat tot

92| 20 CHN S— (14)
oz

4rk (mr—z\/rﬁ_(za)z

Ons doel is bereikt indien

2a 2 1

{\/r2 +(2a)? T_E\/’z +(2a)*

>0, (15)

omdat dan g_gb(r’ a) < 0. Voorwaarde (15) is equivalent met
4

r <a(kc—4a), (16)
en hieraan kan alleen maar worden voldaan als geldt
ke > 4a. a7

Met eis (17) hebben wij dus een voldoende voorwaarde in handen waarbij het geconsta-
teerde stromingsprobleem inderdaad optreedt.

In het gepresenteerde voorbeeld geldt voor de parameters: k =25 m/d, ¢ =450 d,
a =16.75 m, zodat dus royaal voldaan is aan (17). In figuuren 4 en 5 laten wij het
stromingsbeeld zien voor respectievelijk de situaties met k =25 m/d, ¢ =6.67 d, a=16.75
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m, en k=25 m/d, c=2 d, a=16.75 m. Voor het eerste geval van deze twee is voldaan aan
(17); voor het tweede geval is hier niet aan voldaan, zoals ook in de figuren is te zien (in
figuur 5 is er ter hoogte van de halve lengte van het filter geen opwaartse stroming). Daar
(17) een voldoende voorwaarde is betekent dat in gevallen waar k¢ < 4a nog niet dat het
verschijnsel afwezig is. De eis (17) kan dus iets worden verbeterd door de integraal in (13)
numeriek te berekenen.

0\

Figuur 4: Parameterwaarden k =25 m/d, ¢ =6.67 d. a =18.75 m. Aan de voorwaarde (17) wordt
voldaan, zoals nog net te zien is aan het stromingsgedrag. De horizontale as is S keer verkleind ten

opzichte van de verticale as.

-

Figuur 5: Parameterwaarden k =25 m/d. ¢ =2 d, a =18.75 m. Aan de voorwaarde (17) wordt niet
voldaan. De horizontale as is 5 keer verkieind ten opzichte van de verticale os.

Op de bijeenkomst op 16 december 2003 van het Ernst Genootschap (een gezelschap dat
zich verdiept in de analytische aspecten van hydrologische modellen) werd uitgebreid
gediscussieerd over deze voorwaarde. Kick Hemker merkte op dat het verschijnsel (lokale
maximum) dus altijd zou moeten optreden indien de toplaag volledig is afgesloten (¢ = )
hetgeen numeriek ter plaatse werd aangetoond door Mark Bakker met behulp van zijn
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analytische elementen stroombanenprogramma. De bijbehorende wiskundige analyse
wordt bovendien dan ook een stuk eenvoudiger omdat men dan te maken heeft met een put
en een spiegelput en dus met een simpele potentiaalfunctie. Het essentiéle verschil is nu
echter dat de stroombanen in dit geval van ¢ = ~ geen lokaal minimum vertonen omdat het
water onttrokken wordt aan het pakket terwijl in de situatie waarin ¢ eindig is het water
wordt geleverd door de bovenliggende slecht doorlatende laag.

5 Lijnonttrekking

Het ligt voor de hand te onderzoeken of het verschijnsel ook optreedt indien de putonttrek-
king wordt vervangen door een oneindig lange lijnonttrekking. Ook dit geval hebben wij
uitgewerkt en wij volstaan hier met het geven van de resultaten. De overeenkomstige
zakking wordt (zie Bruggeman (1999, formule 337.21)) gegeven door

2 2 .
o(x,z =—q—{10g{x *+(zt+a) ]+4f ke e'(”")”cos(xa)da},

Ak X +(z-a) 1+ ke

waarbij g [L.>T™'] de onttrekking is per lengteeenheid. Weer ter hoogte van z =« geldt

%(x,a)=— 4 [ a___ f ! e 2 cos(xa)da]

dz 7k | X +4d° 1+ keor
I 2a+ "
=___(1_ . a ——— a ’,t 7e—u(l«)dt . (18)
k| x"+4a” ke Ra+ty +x°

Om een omhoog gerichte verticale stromingscomponent te verkrijgen dienen de twee ter-

men in (18) tussen de haken samen een positief resultaat te geven voor een bepaalde rela-
tie van x, k, ¢ en a. In Appendix B zullen wij de volgende voldoende voorwaarde afleiden

ke>2aly,, v, =0.610057--, (19)

met y, de oplossing van ye’E, (v)=1/2,

en met £, (y)= re—dt, de exponentiele integraal.
y ot

Numeriek geeft dat de voorwaarde

kc>(3.278377:-)a,

dus, vergeleken met (17) is er eerder aan voldaan.
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Appendix A

In deze Appendix zullen wij aantonen dat de integraal in (13) inderdaad positief is.

/= f L raye @ da =[5 =1i(ke))
l+kcx

1 2 —(a+s)t —(Za)ox
=5 f —J,raye*da=s E ( f e )dt)JO(ra)e St fo
s+a

=5 E ( E e""dt) Jo(raye % dar =5 Ee'”dl( E Jo(ra)e‘(z”“)"da)

=s E e‘”dr———l——— >0.

Jri+Qa+1)

Appendix B

Om aan te tonen dat aa—f(x,a) negatief kan worden schatten wij de volgende expressie af

% (x.a) =—i[_a__i E_ﬂ_e—mmd,]
Z

K +4a® ke d Qa+)+x

-9 i a 2__1_5 zaﬂze’”“‘”)dt
k| x*+d4a” kc ¥ Qa+r1)

Hieruit valt af te leiden dat als

2 a 2
X< ——————-4a", (20)
e E, (32)

dat dan 3—?(,\‘, a) negatiefis. Aan (20) kan alleen maar worden voldaan als het rechterlid

van (20) positief is, dus

z_aezal(k:>El(2_a) <1/2. -
ke ke

De functie f(y)=ye’E (y) is monotoon stijgend, dus als y =2a/(kc) < y,, met

¥,e”* E,(y,)=1/2, dan wordt aan (21) voldaan en is voorwaarde (19) afgeleid.
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