Afhankelijkheid van parameters
in grondwatermodellen

Kees Maas

Het aantal vrijheidsgraden van een grondwatermodel (het aantal knoppen waaraan onaf-
hankelijk gedraaid kan worden) is altijd kleiner dan het aantal fysische parameters dat als
invoer nodig is. Voor gevoeligheidsanalyses en voor het afregelen van modellen is het handig
om te weten hoe de parameters samenhangen. Er zijn verschillende mogelijkheden om daar
achter te komen. In dit artikel wordt DIMENSIE-ANALYSE toegepast op een gestileerde versie
van een model van de winplaats Immerloopark. Met name wordt er gekeken naar de gevoe-
ligheid van de oppervlakte van verblijftijdzones.

1. Aanleiding

Dit artikel is geschreven als onderdeel van het VEWIN-onderzoeksproject ‘Onzekerheid in-
trekgebieden’. In dat kader bestudeerde Wim Athmer (Kiwa) aan de hand van een nume-
riek model van de waterwinplaats Immerloopark hoe de ligging van het berekende intrek-
gebied afhangt van de modelparameters. Hij realiseerde zich dat het niet zinvol zou zijn om
lukraak elke parameter waar het model om vraagt in grootte te variéren. Het resultaat zou
niet meer te analyseren zijn. Bovendien is de invloed van sommige parameters uitwissel-
baar, waardoor dubbel werk gedaan zou worden. Een bekend voorbeeld van uitwisselbaar-
heid betreft de kD- en c-waarden, die vaak voorkomen in de cluster-A = \/kD ¢ . In proble-
men waarin alleen deze ‘spreidingslengte’ een rol speelt heeft het geen zin om £D en ¢ af-
zonderlijk te variéren. Een minder bekend voorbeeld is de uitwisselbaarheid van neerslag
en polderpeil: in regionale grondwatermodellen is een verandering van neerslag vaak exact
te compenseren door het polderpeil wat aan te passen. Hydrologen die zich bezighouden
met het afregelen (kalibreren) van een grondwatermodel kennen dit soort frustrerende ver-
schijnselen maar al te goed: er zijn altijd veel te veel knoppen om aan te draaien.

De vraag die Wim mij stelde was: “bestaat er een methode om vooraf aan te geven of er
zulke clusters van modelparameters bestaan?”. Daarover gaat dit artikel. Ed Veling (TUD/
RIVM) zette me op het spoor van de dimensie-analyse. Dimensie-analyse is een wat in
onbruik geraakte methode uit het prae-computertijdperk. Het is een fascinerende techniek,
die onverwacht veel inzicht oplevert in fysische samenhangen, zonder dat men diep hoeft in
te gaan op wiskundige aspecten. Daardoor heeft hij een grote didactische waarde. Er
bestaan ook andere methoden om de vraag van Wim te beantwoorden, maar ik beperk me
in dit artikel tot deze techniek. In het eerste hoofdstuk leg ik de methode uit aan de hand
van twee geohydrologische toepassingen die te maken hebben met grondwaterstanden. In
het tweede hoofdstuk pas ik hem toe op intrekgebieden.
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2. Inleiding

Veel boeken over dimensie-analyse beginnen met het bijzonder aansprekende voorbeeld
van de slinger (figuur 1). Intuitief verwachten we dat de slingertijd T afhangt van de lengte
{, de massa m en de versnelling van de zwaartekracht g. Losjes opgeschreven:

T=f({mg) 1)

Als we meer willen weten zouden we een serie laboratorium-experimenten kunnen opzet-
ten: touwen van verschillende lengten knippen, daaraan voorwerpen met verschillende
massa’s hangen, en met een chronometer nauwkeurig de slingertijden opnemen. Dat levert
een berg data op, waaruit door inventief puzzelwerk wellicht een wetmatigheid voor de
slingertijd T valt af te leiden. Wie een fysiek model achterhaald vindt kan een numeriek
model bouwen en de modelparameters { en m numeriek variéren, om dezelfde berg data te
genereren. Met zo'n model kan zelfs het gedrag van de slinger op andere planeten onder-
zocht worden, door g variabel te stellen. (Nog meer data.)

Maar misschien kan het ook handiger? We weten dat de uitdrukking links in (1) dimen-
sie [T] moet bezitten. Die eis geldt dan natuurlijk ook voor de uitdrukking rechts. Rechts
hebben we: { met dimensie [L], m met dimensie [M] en g met dimensie [LT-2). Deze parame-
ters mogen blijkbaar alleen voorkomen in clusters die samen dimensie [T] opleveren. In
hun meest algemene vorm zien die clusters er z6 uit:

PmPg?

Zo'n cluster heeft dimensie [LOMALT-2)Y] = {L&*YMPT-2Y], Om op [T] uit te komen is er maar
één combinatie van ¢, B en y mogelijk:

%
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Hiermee gaat (1) over in

A

Een uiterst interessante conclusie is dat de massa m van het voorwerp dat aan de slinger
hangt geen invloed heeft op de slingertijd. Dat scheelt een hele reeks experimenten. Bo-
vendien blijkt dat de lengte ! en de versnelling van de zwaartekracht g alleen in de combi-
natie {/g voorkomen. Wie in de verleiding gekomen was om g apart te variéren, ziet dat zo-
iets overbodig is: zonder proeven te doen weten we al zeker dat een slinger op Mars de-
zelfde slingertijd heeft als een slinger op Aarde wanneer we de lengte vermenigvuldigen
met gMars/SAarde-
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41644 Een dimensie-analyse vooraf kan dus een enorme be-
sparing aan experimentele inspanning opleveren, en
die conclusie geldt voor een numeriek model even
goed als voor conventionele laboratoriummodellen,
waarvoor de methode oorspronkelijk ontwikkeld is.

Figuur 1: Slinger

3. Dimensieloze parameters

Over het gedrag van de slinger valt zelfs nog meer te zeggen alvorens naar een model te
grijpen. Maar eerst wil ik uitdrukking (1) in een verantwoorde vorm gieten. Wiskundig ge-
zien deugt deze uitdrukking niet, want het argument van een wiskundige functie I, m, g)
hoort dimensieloos te zijn. Een alternatieve vorm voor (1), die wel deugt, is

Fi,m,gTy=0 (2)

Om wiskundig verantwoord te werk te gaan moeten we dus zoeken naar dimensieloze pa-
rameter-clusters van de vorm

{%m BgYT5 3)

Eris in de loop der tijd een gestructureerde aanpak gegroeid, die begint met het opstellen
van een dimensiematrix (tabel 1). Ik denk dat deze tabel zelfverklarend is. Om de waarden

Tabel 1: Dimensie-matrix

(8] (M)

Q4@ 3 _—
o —- O -
o o3

van a, B, Y en 3 te vinden die dimensieloze parameterclusters opleveren, vermenigvuldigen
we de eerste rij van de matrix met o, de tweede met B, enzovoort. Daarna tellen we de
kolommen op. De som van elke kolom moet nul zijn. De eerste kolom levert

oa+y=0 €]
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De tweede kolom levert

2y+6=0 (5)
en de derde kolom geeft

p=0
Deze laatste vergelijking toont weer aan dat de massa m geen rol kan spelen: mbP valt weg
uit de dimensieloze cluster (3). De resterende uitdrukkingen (4) en (5) vormen een stelsel
van twee vergelijkingen met drie onbekenden. Dat is helaas een onbekende teveel. (Teveel

onbekenden is typerend voor dimensie-analyse). We kunnen het stelsel dus niet volledig op-
lossen, maar we vinden wel dat

a =—7=-}66

Op grond daarvan is de dimensieloze cluster (3) te schrijven als
-8

(11/2g-1/2T)

Hiermee gaat (2) over in
Y2 ~y2.\8

Fy(1V2% T) =0
Maar dan bestaat er natuurlijk ook een functie

(g} =0

Hieruit volgt

V257 V21=¢ of T=c\/z
g

waarin ¢ een onbekende constante is. We hebben dus het probleem—nog zonder een model
te gebruiken!—opgelost op één constante na. We kunnen volstaan met één enkel laborato-
riumexperiment of één enkele modelrun om die constante te bepalen.

4, De n-stelling

Dimensieloze parameterclusters worden dimensieloze produkten genoemd, aangeduid met
7. Er bestaat een stelling, de n-stelling, die zegt dat een uitdrukking

f(a,b,c...)=0 (6)
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(waarin a, b, c, ... modelparameters zijn zoals kD-waarde, c-waarde etc.) altijd omgeschre-
ven kan worden in de vorm

finy,mg,...)=0 N

waarin de ’s dimensieloze produkten zijn van de parameters a, b, c,... Het belang van deze
stelling voor ons is dat 7 altijd minder vrijheidsgraden (knoppen) bevat dan 6, hoewel beide
uitdrukkingen precies hetzelfde betekenen. Het is dus altijd interessant om een probleem
in dimensieloze vorm te gieten.

Hoeveel r’s zijn er? Om die vraag te beantwoorden gaan we even terug naar de vorige
paragraaf, waar we al een dimensieloos produkt bepaald hebben. We begonnen met vier di-
mensiedragende parameters (I, m, g en T) en we eindigden met één dimensieloos produkt
(I-V2g12T), Om dat produkt te vinden stelden we een matrix op (tabel 1) met 3 kolommen
(voor de drie dimensies [L], [T] en {M]) en 4 rijen (voor de vier parameters [, m, g en T). Het
aantal dimensieloze produkten dat we vonden was 4 (rijen) - 3 (kolommen) = 1 (oplossing).
Meer algemeen levert een matrix van m rijen en n kolommen (m-n) oplossingen op. Dit is
een welbekend resultaat uit de algebra. In het algemeen is het aantal 7’s dus gelijk aan het
aantal dimensiedragende parameters minus het aantal dimensies. De algebra leert ons ook
dat er uitzonderingen zijn, namelijk als de kolommen niet onafhankelijk zijn. Zijn, bijvoor-
beeld, twee kolommen gelijk aan elkaar, dan neemt het aantal n’s met 1 toe.

5. Een geohydrologisch voorbeeld

De boodschap van de vorige paragraaf is wat abstract, maar het is wel belangrijk om hem
tot u door te laten dringen. Als we een model willen maken met zo weinig mogelijk knoppen
om aan te draaien, dan moeten we zoveel mogelijk dimensies zien te vinden, en zo weinig
mogelijk dimensiedragende parameters opvoeren. Om zo weinig mogelijk parameters op te
voeren zorgen we ervoor dat we bij voorbaat al zoveel mogelijk parameters clusteren. Bjj- '
voorbeeld: niet k& en D apart opvoeren, maar als kD (als het probleem dat toelaat). Zo moge-
lijk proberen we het aantal dimensies uit te breiden. Dat lijkt mal, maar in het geval van
grondwaterstroming kan dat. Een grondwaterstromingsprobleem kent normaal maar twee
dimensies: [L] en [T]. Maar als we de wet van Darcy formuleren in termen van druk
(N/m?2), in plaats van stijghoogte (m), krijgen we er de dimensie [F] bij, en dat is pure winst.
Ter herinnering: de wet van Darcy luidt

q = —kvh
waarin h de stijghoogte is. Door over te gaan op de drukhoogte pgh introduceren we een

kracht (pgh heeft dimensie N/m?2 ofwel [L-2F)). Natuurlijk moeten we dan wel k door pg
delen:

g =—2 vpgn
re

(k/pg heeft dimensie m*%/dN ofwel [L4T-1F-1)),
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Figuur 2: Schema De Glee

Ik wil deze kennis gaan toepassen op een voorbeeld uit de geohydrologie. Laten we eens
bezien hoeveel we—louter op grond van een dimensie-analyse—kunnen zeggen over de sta-
tionaire verlagingskegel rondom een put in semi-spanningswater (geval De Glee, figuur 2).

De dimensiedragende parameters zijn £D/pg, pgc, @, pgh, en r. @ is het debiet, 4 de ver-
laging en r de afstand tot de put. De dimensies zijn [L], [T] en {F}. Naar verwachting zijn er
5 - 3 = 2 dimensieloze parametergroepen.

Tabel 2 geeft de dimensiematrix weer. De twee dimensieloze produkten die we hieruit
kunnen afleiden zijn

h
ﬁ=ﬂ e r__r
A
? ? D e
PE

met A=+kDc

Hoe kom ik eraan? Ik gaf in paragraaf 3 een gestructureerde methode voor het vinden van
dimensieloze produkten, die altijd werkt. In de praktijk gaat het vaak wat anders.

Tabel 2: Dimensiematrix geval De Glee

L M (3]

kD/pg 5 -1 -1
pgc - 1 1
Q 3 1 0
pgh -2 0 1

r 1 o] 0

10 STROMINGEN (1995), NR2



Tabel 3: 1e hulpmatrix geval De Glee

(3] m F)

kDc 2 0 0
kDh 3 -1 0
Q 3 -1 0

f 1 0 0

Tabel 4: 2e hulpmatrix geval De Glee

(3] M (F)

kDc 2 0 0
kDh/Q 0 0 0
f 1 0 0

In tabel 2 staan drie groepen waarin de dimensie {F] voorkomt. Hiervan maak ik twee
groepen zonder [F]: ik vermenigvuldig £D/pg met pgc en plaats het resultaat kDc in tabel 3
(eerste rij). De bijbehorende dimensies vind ik door rij twee en rij één van tabel 2 op te tel-
len. Tk vermenigvuldig £D/pg ook met pgh (resultaat kDh, tweede rij van tabel 3). De bijbe-
horende dimensies vind ik door rij vier en rij één van tabel 2 op te tellen. De overige para-
meters, @ en r, verhuizen ongewijzigd naar tabel 3. In tabel 3 staan geen parameterclusters
meer die [F] bevatten. Er staan nog wel twee clusters waarin de dimensie [T] voorkomt.
Hiervan maak ik één cluster zonder [T]: ik deel kDh door @ en plaats het resultaat kDh/Q
in tabel 4 (tweede rij). De bijbehorende dimensies vind ik door rij drie van tabel 3 af te
trekken van rij twee. De parameters kDc en r verhuizen ongewijzigd naar tabel 4. In tabel
4 staat nu al mijn eerste dimensieloze produkt, kDh/Q. De overige twee clusters bevatten
alleen [L]. Ze vormen samen mijn tweede dimensieloze produkt,

r —_—

r
vkDe A

Ingevolge de n-stelling bestaat er nu een relatie

kDh r |
4 [7'7]‘0

ofwel

£k _plZ ®
Q A

waarin F een onbekende functie is. Verder kan de dimensie-analyse ons niet brengen. We
kunnen 1 nog omwerken tot

k:%i‘% @)

en herkennen dan al vrijwel de formule van De Glee:
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De laatste stap van 9 naar 10 kunnen we niet via dimensie-analyse maken, maar het is
toch verbazend hoever we komen door alleen maar de eis te stellen dat de dimensies
moeten kloppen. Als de formule van De Glee nog niet bestond, zouden we met één
modelrun (of met één praktijkproef) een grafiek kunnen tekenen van kDh/Q versus r/p en
daarmee de standaardkromme in handen hebben voor het interpreteren van pompproeven
in semi-spanningswater.

6. Nog een geohydrologisch voorbeeld

Louter voor de aardigheid geef ik nog een tweede geohydrologisch voorbeeld. Een poosje te-
rug schreef ik in HyO een artikeltje onder de titel ‘Dik freatisch pakket infiltreert niet lek-
ker’. Ik nam de volledige wiskundige onderbouwing van die bewering in een appendix op,
maar dat was voor veel lezers toch niet overtuigend. Laten we eens zien hoever we komen
zonder complexe functies. Figuur 3 geeft het rekenschema. Er wordt geinfiltreerd via twee
kanalen (breedte ) en het water wordt gewonnen met putten die midden tussen de kana-
len opgesteld zijn. In figuur 3 is alleen het linker deel van het systeem weergegeven; de
putten vallen buiten de afbeelding. Het project mag op enige afstand geen invloed hebben
op de buitenwereld, en we zorgen er daarom voor dat precies al het geinfiltreerde water
gewonnen wordt. Niet meer en niet minder. Op die manier blijft het systeem gesloten en
treedt er alleen in de directe omgeving enige beinvloeding van de grondwaterstand op. De
onbeinvloede grondwaterstand op grote afstand kiezen we als referentiepeil. We noemen de
waterhoogte in de sloten h, en we stellen de vanzelfsprekende voorwaarde dat de sloten
niet mogen overlopen. Wat voor aquifers bieden de beste perspectieven, dikke of dunne? Mijn
stelling is dat in een dik pakket de sloten eerder overlopen, dus dat dun beter is.

De dimensiedragende parameters zijn k/pg, @, b, D en pgh. De dimensies zijn {L], {T] en
[F]. Tabel 5 geeft de dimensiematrix. We zien direct in dat de cluster b/D een dimensieloos
produkt vormt. De drie overblijvende parameters vormen een dimensieloos produkt als ze
geclusterd worden in de vorm

k pgh _kh

g Q @

Er bestaat dus een functie

kb
222 =0
f[@ DJ
ofwel
Al
2=-@rl o
£ \D,
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Figuur 3: Inflifratieproject

De waterstand 4 in de sloot is dus rechtevenredig met @ (wat ons niet verrast) en omge-
keerd evenredig met & (eveneens volgens verwachting). Verder is 4 een onbekende functie
van b/D (slootbreedte gedeeld door pakketdikte). Uiteraard is h een monotoon dalende
functie van b; ik kan me althans niets anders voorstellen. De consequentie is dat & een mo-
notoon stijgende functie moet zijn van de pakketdikte D. Dus: hoe dikker het pakket, hoe
eerder de sloot overloopt. Dunne pakketten bieden inderdaad betere perspectieven, maar
natuurlijk is de k-waarde ook van belang. Het is dus netter om te zeggen: bij gelijke k-
waarde bieden dunne pakketten de beste perspectieven.

7. Manipuleren van ri’s

Het is bij mijn twee geohydrologische voorbeelden waarschijnlijk wel opgevallen dat de
keuze van de dimensieloze produkten niet van een zekere willekeur ontbloot is. Ik heb ze z6
gekozen dat het in mijn betoog mooi uitkwam. Dat mag en dat komt ook goed van pas. Stel
dat m; en mp dimensieloze produkten zijn. Dan is m1n5 ook een dimensieloos produkt. Dit
nieuwe produkt is niet onafhankelijk van de oorspronkelijke produkten: het levert geen ex-
tra knop aan mijn model op. Wel kan de vorm n1m2 om een of andere reden aantrekkelijker
zijn. We kunnen dus enigszins met de ©’s jongleren, om combinaties van parameters te
krijgen die ons aanstaan. In het eerste voorbeeld wilde ik graag de groep r/A te voorschijn
zien komen; in het tweede voorbeeld de groep &/D. Of, om op de aanleiding tot dit artikel
terug te komen: Als men de gevoeligheid van intrekgebieden wil aftasten voor bijvoorbeeld
de intensiteit van de neerslag N, is het handig om de n’s zo te manipuleren dat N maar in
één n voorkomt. Men hoeft dan maar aan één knop te draaien.

Tabel 5: Dimensiematrix infiltratieproject

(L) m (3]

k/pg 4 -1 -1
e 2 -1 0

b 1 0 0

D 1 0 0
pgh 2 0 1
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8. Discussie

De dimensie-analyse heeft veel meer verrassingen in petto, die ik oversla omdat ze niet in
dit artikel nodig zijn. Wat het meest intrigeert is dat zulke vérgaande uitspraken gedaan
kunnen worden zonder ook maar een begin te maken met het opschrijven van de wiskun-
dige vergelijkingen die aan een model ten grondslag liggen. Die vergelijkingen hoeven zelfs
niet te bestaan!

Toch zijn er ook wel valkuilen. Zo is mijn introductie van de dimensie [F] in de geohydro-
logische voorbeelden niet echt een open deur. Als wetenschapper ga ik er wel prat op, maar
als ingenieur vind ik dat een rekentechniek niet van zulke invallen zou mogen afhangen.
Zonder deze truc zou ik in de twee hydrologische voorbeelden met één n meer blijven zitten
dan er in werkelijkheid zijn. Maar eerlijk is eerlijk, het ontbreken van [F] in de geohydro-
logie is niet aan de dimensie-analyse te wijten, maar aan Henry Darcy, die op het dubieuze
idee kwam om zijn wet niet in termen van druk te formuleren (wat fysisch correct zou zijn),
maar in termen van stijghoogten. In de volgende paragraaf zullen we nog een tweede ama-
teuristische inval van Darcy tegenkomen, die ons tijdens een dimensie-analyse de das om
kan doen.

De keuze van de dimensiedragende parameters is niet altijd vanzelfsprekend. Had ik,
bijvoorbeeld, in het tweede gechydrologische voorbeeld niet tevens de afstand tussen de slo-
ten en de putten moeten opvoeren? Het vereist soms een subtiele redenering om uit te ma-
ken welke parameters wél en welke niet meedoen. Hebben we parameters gemist, dan vin-
den we te weinig n’s, wat uitermate verraderlijk is. Ons model wordt dan een voertuig met
te weinig vrijheidsgraden, ongeveer zoals een auto waarvan het stuur alleen linksom
draait. Het kan ook gebeuren dat men parameters introduceert die helemaal geen rol spe-
len. In het geval van de slinger waren we zo fortuinlijk dat we konden zien dat de massa m
niet van belang was, maar er is geen garantie dat ongewenste parameters altijd vanzelf
wegvallen.

Niettemin heeft de dimensie-analyse ons een aantal belangrijke zaken geleerd, die we
anders waarschijnlijk niet op het spoor waren gekomen:

Een model waarvan de parameters dimensiedragend zijn, is niet eenduidig af te
regelen. Het heeft teveel knoppen om aan te draaien.

Dit volgt uit de n-stelling. Om de onafhankelijke parameters van een model te vinden is het
noodzakelijk dat we het model in dimensieloze vorm gieten. Als men de dimensieloze pro-
dukten (pi’s) gevonden heeft mag men naar believen optellen, aftrekken, vermenigvuldi-
gen, delen en machtsverheffen om parameterclusters te krijgen die voor het afregelen op-
timaal zijn.

9. Verblijftijdzones

Ik kom nu aan mijn piéce de resistance: de gevoeligheid van de oppervlakte van intrekgebie-
den voor onzekerheden in de modelparameters. Wim Athmer bestudeerde deze kwestie aan
de hand van een numeriek model van de winplaats Immerloopark. Figuur 4 geeft een gesti-
leerde lay-out van het probleem. Het model onderscheidt twee aquifers; er wordt water ge-
wonnen uit het tweede pakket. De winning ligt in een gebied met beheerst polderpeil, op
enige afstand van de Rijn die onvolkomen in contact staat met de bovenste aquifer.
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Figuur 4: Lay-out van Immerloopark

De hydrologische parameters die het vraagstuk beheersen zijn kD7 (m?/d), kD5 (m?/d), c;
(d), ¢ (d) en de infiltratieweerstand van de rivier, W (d/m). De relevante peilen zijn het
polderpeil p (m) en het rivierpeil p, (m). De heersende fluxen zijn de neerslag N (m/d) en
het winningsdebiet @ (m3/d). Er spelen twee geometrische parameters een rol: de afstandL
(m) van de winning tot de rivier en de oppervlakte A (m2) van het intrekgebied.

In de gegeven situatie is de vraag naar de omvang van het intrekgebied niet erg interes-
sant: het is altijd oneindig groot, hoe ik mijn parameters ook kies. Ik concentreer me
daarom liever op verblijftijdzones, die in de praktijk vaak interessanter zijn. Daarmee in-
troduceer ik wel een extra parameter, de verblijftijd 7 (d).

Om de dimensie [F] te kunnen benutten ga ik van kD1, kDo, ¢y, ¢2, p, pr over op kD1/pg,
kDqlpg, pgc1, pge2, pgp en pgp,. Zoals ik in paragraaf 5 al aanstipte hoort de dimensie [F]
fysisch gesproken thuis in de geohydrologie. In het dagelijks gebruik komt hij niet meer
voor, doordat Darcy zijn wet in termen van stijghoogten formuleerde. (Heel lastig als we te
maken hebben met brak grondwater). Darcy was ook al minder gelukkig toen hij het speci-
fieke debiet verkoos boven de stroomsnelheid van het grondwater. Wie van ons is daardoor
nog nooit in verlegenheid gebracht? (Oeps! Vergeten de verblijftijd te delen door de porosi-
teit...). Omwille van de consistentie moet de verblijftijd T gedeeld worden door £,D,
(eerste pakket) resp. eoD2 (tweede pakket). Ik voer dus de clusters T/e1D1 en T/egDo in.
Waarom deel ik ook door de pakketdikten? In beide aquifers is het debiet evenredig met @.
Het specifieke debiet—waaruit de werkelijke snelheid wordt afgeleid—is dus evenredig met
@ gedeeld door de pakketdikte.

Is er nog meer te zeggen voordat ik de dimensiematrix opstel? Inderdaad: als er geen
winning en geen rivier zouden zijn, zou het polderpeil (dat overal dezelfde waarde heeft)
geen horizontale stroming veroorzaken. Hetzelfde geldt voor de neerslag; het enige effect
daarvan is dat de grondwaterspiegel stijgt tot een hoogte Necj boven het polderpeil. (Ik vat
hier ¢y op als drainageweerstand van het slotenstelsel; er zijn varianten denkbaar). Als ik
een rivier introduceer met een rivierpeil dat gelijk is aan de grondwaterspiegel, dan treedt
er nog steeds geen horizontale stroming op, welke weerstand ik ook aan de rivier toeken.
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De invloed die polderpeil, neerslag en rivierpeil op de grondwaterstroming hebben hangt
dus af van p, — (p + Ne1). 1k concludeer dat p, N en p, niet als afzonderlijke parameters
voorkomen, maar alleen in de combinatie p, — p — Nej.

Tabel 7: Dimensiematrix Immerloo-park

L M (3]

kD:/pg 5 -1 -1
kD,/pg 5 -1 -1
pPYC) -3 1 1
pgca -3 1 1
Q 3 -1 0
T/e1Dy -1 1 0
T/e;D5 -1 1 0
A 2 0 0
pgw -4 1 1
L 1 0 0
r9(pr—p - Nc) -2 0 1

Ik kom zo tot de dimensiematrix die als tabel 7 is weergegeven. Het is direct in te zien dat
kD1/kDs, £1D1/e2D 9 en c¢1/c2 dimensieloze produkten zijn. Deze groepen plaats ik in het on-
derste deel van de matrix, en ik ga verder met het bovenste deel (tabel 8), op de manier van
paragraaf 3. Tenslotte kom ik uit op

A_J_Qr L wnw #lp-r-Ma) ap o an
A’? 81013'?’1’17 Al ’ Q )kD2DCZ7BZDZ
met A=-\/kD1C1.

(Het is mogelijk dat u andere groepen vindt, maar die zijn dan in de bovenstaande n’s om te
werken).

(11D

Tabel 8: Hulpmatrix Immerioopark
L
kD1/pg 5
pgcy
Q
T/e1Dy
A
poW
L
pg(Pr-pP-Nc)
kDy/kDy
ci/c2
€1D1/e2D5

3
=
3

]
w
'
—_
'

oo ol w4 v & w

oo o0oioo -0 — & =
O o0 O0i—m0 —-~0 0 0o —
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10. Generalisatie

Hoewel het model Immerloopark (in deze gestileerde vorm) dertien dimensiedragende para-
meters bezit, heeft het maar acht onafhankelijke knoppen. Deze n’s kunnen gegroepeerd
worden naar oorsprong. Als er maar én aquifer zou zijn, en géén rivier, dan veranderde de
relatie in

A_q 97
VY

Als er één aquifer was plus een rivier, dan werd de relatie

QT I ipw *B(p.-p-Na)
a2 W R Q

4
2

1

En als er twee aquifers waren zonder rivier:

Q7 +D g 8
a B kD, ¢ 8D,

A
2

Al

Op grond hiervan is eenvoudig in te zien hoeveel en wat voor n’s erbij komen als er meer
rivieren zijn, of meer aquifers. Als er ook aan het eerste pakket water onttrokken wordt,
worden we verrijkt met een groep @1/Q 3.

Als een eigenschap van een laag in horizontale zin sprongsgewijs verandert, bijvoorbeeld
van kD1 naar kD19, vermoed ik een extra groep kD11/kD 12 (maar daarover heb ik nog niet
goed nagedacht). Als er sprake is van een tweede polderpeil vermoed ik een extra groep (p2
—p— Nc)p.—p — No.

11. Wat kan ik ermee? (1)

Uitdrukking 11 behoedt me voor het variéren van parameters die feitelijk afhankelijk zijn.
In het algemeen zal een deel van de parameters relatief goed bekend zijn. In het geval van
Immerloopark werd besloten om alleen de waarden van c1, co, W en N te variéren, waar-
over de minste zekerheid bestond. Hoe kom ik er nu achter of er tussen deze vier parame-
ters een afhankelijkheidsrelatie bestaat?

Eerst probeer ik door manipulatie van de n's deze parameters zoveel mogelijk in aparte
groepen onder te brengen. Het beste wat ik er van weet te maken is

A_\ @r 2 ipwiB(e-p-Na) ap 2 gn,
Vi ELDLLZ"éDICL, L’ @ kD, kD,c, 6,0,

Ik kan W en cg in aparte @'s krijgen, dus deze parameters zijn geheid onafhankelijk. Maar
ik zie geen kans om N los te koppelen van ¢;. Zijn de groepen
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r’ en kD y(p, ~p - Nc,)
lecl Q

nu wel of niet afhankelijk? De test is de definitie van afhankelijkheid: twee n’s zijn afhanke-
lijk als er getallen acen B =0 bestaan, waarvoor any + fne = 0. Zulke getallen zijn niet te
vinden, dus ook ¢y en N kunnen afzonderlijk gevarieerd worden.

12. Wat kan ik ermee? (2)

Een probleem dat nauw verwant is aan deze materie is de optimalisatie van parameters,
zoals dat gebeurt bij het ijken van modellen. Als het optimalisatieprobleem in termen van
onafhankelijke n’s gesteld kan worden, hebben we te maken met een ‘orthogonale parame-
terruimte’. In een orthogonale ruimte is het vinden van optima relatief eenvoudig: variatie
van één n laat de waarden van de andere 7's ongemoeid.
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